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SOLUTIONAIRE

Nom

Prénom

Matricule

L'examen compte 100 mints et comprend 4 glestions. Vous n'avez droit a aicune documentation. VVous
devezrépondre sur le questionnaire.

Aide-mémoire
Formule de Stirling

nl=n"e "x+27m n(l+i+ 23 ‘
12n

+...)
288n

Logarithmes
log,a’=clog,a

Exponentielles

Note : a moins de mention contraire, les logarithmes ont en base 2.



Question 1. Notation O,0,Q (30 points)

1. A. Montrez que logneO(n) . (10 points)

On uiliselarégle del'Hopital.

Iogn:I. 1/n_

lim —=0
N — oo 1

n—o

On peut ensuite utili ser la 210 des notes de Martin Beaudry.

1. B. Montrezque 3"c€O(5") ansique 5'€Q(3") (20 points, 10 points pour chaque affirmation)

Parceque 3/5 < 1, nous avons

et la prop. 2.10 nossdonre 3"€0(5") .

Puisque 3"€0(5"), nous avons dorc quiil existe une nstante ¢>0 et unindice nOtel que pour

n>n,, 3">c5"cequi signifieque 5”>%3n cequi suffit pour conclure que 5" Q(3") .



Question 2. Ordre des algorithmes (20 points)

On avu en class que I'algorithme de tri-fusion appartient a O(nlogn) . Pour en arriver a cedte fonction
(nlogn), nous avons s1pposé que tous les passages de paramétres < faisaient par pointeur. Sachant
gue le passage par valeur d'un tableau detaille N appartient a O(N ), refaites I'analyse de I'algorithme
tri-fusion en passant a chaque fois les tableaux et sous-tableaux par valeur. Vous deveztrouver g(n) tel
gue l'algorithme et O(g(n)) et votre estimation doit étre auss efficaceque possble. Comment se
compare l'algorithme avecpassage par valeur par rapport al'algorithme avecpassage par pointeur?

L'andyse dasse del'algorithmetri-fusion pa avecune &udion celaforme... (on suppcse par souc
de smplicité que nest une puissancede 2)

T(n)=2T(g)+kln+k0 *)

ouk est une omnstante. En effet, le @it d'unefusionest @(n) . On avu en clas® que la solution sera
delaforme T (n)=k,nlogn—Kk, ,onvéifieque dest bienla solution...

2(% k,(log n—1)—k,)+k, n+k,=k, nlogn—k, n—2k,+k, n+k,=k, nlogn—k, .

Dansle asoul'on a un pasage par valeur, en réalité, on re fait quajouter unterme en ©(n) a au
membre de gawche de I'équation (*) cequi ne change rien ala forme de la solution. Nous aurons
toujours une solutionen O(nlogn) cequi revient a dre que le passage par valeur ne pénalise pasla
complexté del'algorithme.



Question 3. Réaurr ences (30 points)
Donnezla meill eure borne asymptotique delaforme O(g(n)) pour lesréaurrences : (Justifie?)
3A T(n)=4T(n/2)+n° (15 pints)

On pose n=2' (strictement parlart, on re résout donc que pou n ure puissance de deux), cequi
donre T(2')=4T (2" 1+2°, on pee ensuite S(i)=T (2') cequi nouslaise

S(i)=4S(i—-1)+32 (*).

Le polyndme cractéristique homogene de cdte derniere éjueionest x—4alors quele polynome
inhamogéne et x—32, nows avons dornc comire solution S(i)=c,4'+c¢,32 , onfait ensuite la
substitution dars (*) pour obtenir ¢,32=4c,32 '+32 quel'on dvisepar 32" *cequi donre

28c,=32dorc c2=% . Nous avons par la site S(i:)=cl4i+%32' ou T(n:)=cln2+%n5. La bane

recherchée et donc O(n°). Il ya des lutions plus courtes.

3.B T(n)=2T(n/2)+log,n (15 points)

L'approche est similaire. On pase n=2' cequi donre T(2')=2T (2 %)+i, on pee esuite
S(i)=T(2') cequi nowslaise

S(i)=2S(i-1)+i (*).

Le payndme aractéristique homogene de cdte derniére éuaionest x—2 alors que le polynome
inhamogéne est (x—1)?, nous avons dorc commre solution S(i)=c,2'+c,+¢,i , onfait ensuitela
substitution dars (*) pour obtenir C,+C,i=2¢,+2(i—1)c,+i et finadement le mude d'équations
c,—2c,=0et 0=c,+1 doli C,;=—1 et c,=—2 .Onadom S(i)=c,2—i—2eten
conséquence, T (n)=c,n—log,n—2. Leterme dominart est ¢,n, mais ¢, resteuneinconnte. Il y a
deux cas possbles, soit ¢,>0, soit ¢,=0. Lameilleure borne et O(n), car on re peut pas s{avoir
que log,n est suffisant.



Question 4. Algorithmiques voraces (20 points)

Vous conduisez sur l'autoroute de Montréd a Toronto et désirezfaire le moins d'arréts possble. Quand
votre réservoir est plein, vous pouvezfaire n kilométres. Votre cate vous donne la position des
stations-service qui sont respedivement a X, X, ..., X, kilométres de Montréd. On suppose quil y a
as®zde stations-service par rapport a votre aitonomie de maniére apouvoir faire le trgjet. Donnezun
algorithme voracepour résoudre ceprobléme @ démontrez (prouve?) quil est optimal.

Sars perte de généralité, on suppae que les x; sont en ardre aoissant. On suppase auss que l'on pat
avecle plein desenced'une premiére station-service (X)), méme s cette suppaition riest pas
nécessaire. On peut auss suppaser quil y a ure station-servicea l'arrivée A chaque éape on
minimise le nombre de stations ou kien, cequi revent au méme, on maximise la dstance parcourue
entre chaqle arrét. La premiéere fois, onva dorc choisir la station-service xla plus éloignéepossble
(étant donré notre autonamie). Ensuite, une fois a la station-service x onchoisit la station-service xla
plus éloignéeposshle. Et ains de suite, jusqua la destination. La solution peut étre notéeselonles
stations-service Vsitée (X¢ Jx csi-1.card(z) €N Ordre qoissant: X <X <..<X¢ .

Reste maintenart a montrer que c¢est un choix optimal. Supp®ons que nous avons un choix optimal
gue nouws naterons (XK-i)K-ieJ-,i:l,__,,Ca,d(J-) (onsuppcse implicitement qu'il existe au moins un choix
optimal!). Il faut montrer que la cardinalité de Jest lamémeque J' . On peuty arriver en remplacant
chacune des gations-servicedu choix optimal par un choix glouton sans changer la cardinalité. On
observequelasuite X ,X¢ »--1Xe_ () cortient card(J') ééments(cequi est évident). Cette
nowsdle suite est auss valable puisque  X¢, ayant €té retenu pa le doix glouton, elle est accessble
par notre \oiture lors du remier arréte, deplus, Xq =Xq, par le principe glouton et dorc la
distance atre  Xe —X¢ =X¢ —X¢ etdorc X¢, estaccessblea patir dela station-service Xq, .
On procéde ensuite par induction. On suppese queles | premiers éléments ont été remplacés par
des choix gloutons et que nous avonsla suite X s X, s Xk + Xie 11X 4200 %¢_ 2y . Notonsque

Xe +1=X¢ 41 par leprincipe glouton et nousavonsdornc X o= X¢ ,1=Xc 2~ X 1 . Lasuite
suite X s X, Xk 5 Xk 11Xk 200 Xie () estdorne dle auss valable @ elle atoyjours une
cardinalité card(J') . Par induction, on peut donc conclure que le chaix glouton est optimal. (Une
preuve plus smple exste sans doue.)



